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Анотація—Проведено аналіз чутливості застосування кумулянта другого порядку адитивної суміші шумового 
сигналу і шумової завади до виявлення сигналу. Досліджувались нормальний, рівномірний та показниковий роз-
поділи сигналу з різними середніми квадратичними відхиленнями, для завади – стандартний нормальний розподіл. 
Для ймовірності правильного виявлення сигналу 0,99 при ймовірності помилки першого роду 0,01 розраховано 
порогові значення та мінімальні об’єми вибірки, які забезпечують задані ймовірності, виходячи з гауссівського  
розподілу оцінки кумулянта другого порядку. Результати моделювання підтвердили розрахунки, експеримента-
льна ймовірність правильного виявлення отримана не менше заданої. 
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I. ВСТУП  
Для визначення технічного стану об’єктів енерге-

тики з метою забезпечення їхньої експлуатаційної  
надійності, довговічності і безпеки створюються та 
вдосконалюються системи функціональної діагнос-
тики [1]–[3]. Значне місце серед них посідають сис-
теми шумової діагностики, які базується на аналізі 
акустичних діагностичних сигналів [1]–[7], що ство-
рюються самими об’єктами діагностування. 

Одними з основних завдань шумової діагностики 
є виявлення та розрізнення шумових сигналів на фоні 
шумової завади, на основі чого здійснюється конт-
роль та діагностика об’єктів енергетики. 

Одним із перспективних напрямків шумової діаг-
ностики є кумулянтні методи [1], [8], що базуються 
на кумулянтному аналізі діагностичних сигналів, 
який передбачає аналіз їхніх кумулянтів і кумулянт-
них коефіцієнтів. На практиці замість теоретичних 
значень кумулянтів використовують їхні експериме-
нтальні значення у вигляді точкових оцінок. 

Наразі кумулянтні методи широко використову-
ються [1], [4]–[6], [9]–[16] при вирішенні різноманіт-
них задач в радіотехніці, акустиці та ін. за наявності 
негауссівських процесів. При цьому найчастіше  
серед параметрів таких процесів використовуються 
коефіцієнти асиметрії та ексцесу. 

В задачах виявлення розглядається адитивна  
суміш шумового сигналу і шумової завади. Однак  
у відомій літературі відсутні результати щодо харак-
теристик виявлення сигналу у складі адитивної  
суміші з завадою за допомогою використання куму-
лянтних методів. Метою статті є дослідження чутли-

вості кумулянта другого порядку до виявлення шумо-
вого сигналу на фоні шумової завади. Дослідження 
буде проведено на основі точкових оцінок кумулянта 
другого порядку по вибірці миттєвих значень сиг-
налу. 

II. АДИТИВНА СУМІШ СИГНАЛУ ТА ЗАВАДИ 
Шум роботи справного об’єкта представляється 

як шумова завада ( )з tξ . При виникненні несправно-
сті (дефекту) виникає додатковий сигнал ( )с tξ . Сиг-
нал та завада є незалежними стаціонарними випадко-
вими процесами. Разом вони утворюють адитивну  
суміш ( ) ( ) ( )с зt t tξ = ξ + ξ . Наприклад, шум трубоп-
роводів системи теплозабезпечення [1] – шумова  
завада, тоді сигнал витоку рідини з трубопроводу  
в разі виникнення течі, буде додатковим шумовим  
сигналом. 

Кумулянти використовуються як характеристики 
розподілів сигналу, завади та суміші. Кумулянти – це 
коефіцієнти розкладу логарифму характеристичної 
функції випадкової величини в ряд Маклорена в околі 
нуля [8]: 

0

ln ( ) ,
s

s
s s

u

d f ui
du

−

=

 
κ =   

 
 

де s – порядок кумулянта, 1i = − , ( )f u  – характе-
ристична функція. 

Кумулянт другого порядку є центральним момен-
том другого порядку, тобто дисперсією [8], [17], [18]: 

2
2 2 ,Dκ = µ = σ =  
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де 2µ – центральний момент другого порядку, σ  –  
середнє квадратичне відхилення (СКВ). 

Важливою властивістю кумулянтів, що зумовлює 
зручність їхнього використання як характеристики 
розподілу суміші, є властивість адитивності: 

 [ ] [ ] [ ]1 2 1 2 ,s s sκ ξ + ξ = κ ξ + κ ξ  (1) 

де 1ξ  і 2ξ  – незалежні випадкові величини.  
В подальшому як значення величин 1ξ  та 2ξ  будемо 
використовувати значення процесів ( )з tξ  та ( )с tξ . 

III. ПЕРЕВІРКА СТАТИСТИЧНИХ ГІПОТЕЗ ВІДНОСНО 
ОЦІНОК КУМУЛЯНТА ДРУГОГО ПОРЯДКУ 

На практиці процес ( )tξ  подається вибіркою його 
відліків 1 2, ,..., Nξ ξ ξ  об’єму N . 

Точкова оцінка кумулянта другого порядку має 
вигляд [1], [17], [18]: 

( )22
1

1ˆ ˆ ,
N

k
k

m
N =

κ = ξ −∑  

де m̂  – оцінка математичного сподівання 

1
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N

k
k
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= ξ∑  

Відомо [19], що точкові оцінки, які є випадковими 
величинами, мають асимптотично гауссівський роз-
поділ, що випливає з центральної граничної теореми. 
Тому функція розподілу оцінок кумулянтів подається 
наступним чином: 

 ( ) [ ]
[ ]ˆ

ˆ
,

ˆs
s

s

x
F xκ

 − κ = Φ
 κ 

M

D
 (2) 

де [ ]ˆ sκM  та [ ]ˆ sκD  – математичне сподівання та  
дисперсія оцінки кумулянта порядку s відповідно, 

( ) ( )21 exp 0,5
2

x
x x dx

−∞

Φ = −
π ∫  – інтеграл імовірно-

сті. 

Математичне сподівання та дисперсія оцінки  
кумулянта другого порядку мають вигляд відповідно 
[17], [18]: 

 [ ] [ ]
2

4 2
2 2 2

1ˆ ˆ; .N
N N

µ −µ−
κ = µ κ =M D  (3) 

При 2ˆ 0κ ≠  відносна помилка оцінювання запису-
ється так: 

 ( )2 2
2

1ˆ ˆ[ ].δ κ = κ
κ

D  (4) 

З формул (3–4) випливає співвідношення для роз-
рахунку мінімального об’єму вибірки, який задоволь-
нить відносну помилку: 

 
( )

2
4 2

min 2
2 2

.
ˆ

N µ −µ
=

κ δ κ  
 (5) 

Прийняття рішення про наявність сигналу здійс-
нюється на основі перевірки двох статистичних гіпо-
тез [19] відносно кумулянта другого порядку суміші 
( )tξ . Гіпотеза [ ]0 2 2 з:H κ = κ ξ  – сигнал відсутній, 

гіпотеза [ ]1 2 2:H κ = κ ξ  – сигнал наявний. Імовірно-
сті помилок першого та другого роду ( )1 0|H Hα = P  
і ( )0 1|H Hβ = P  відповідно. Тоді ймовірність прави-
льного виявлення описується формулою 

( )1 11 | .d H H= −β = P  

Для подальших розрахунків зафіксовано значення 
помилки першого роду та відносної помилки оціню-
вання 0,01α =  і 0,01δ =  відповідно. Для прийняття 
рішення про вибір гіпотези використовується поро-
гове значення 0.Γ  При його перевищенні оцінкою  
кумулянта 2 0κ̂ > Γ  приймається рішення про наяв-
ність сигналу (гіпотеза 1H ), а в протилежному випа-
дку – про його відсутність (гіпотеза 0H ). 

Математичне сподівання та дисперсія оцінки  
кумулянта другого порядку за відсутності сигналу, 
враховуючи формулу (3), відповідно дорівнюють: 

( ) ( ) ( ) 4
4 з з2

2 з з 2 з
1ˆ ˆ; .N

N N
µ ξ + σ−

   κ ξ = σ κ ξ =   M D  

А за наявності сигналу згідно формул (1) і (3) ма-
тематичне сподівання та дисперсія оцінки кумулянта 
другого порядку суміші відповідно мають вигляд: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2
2 з с

2 2 4 4
4 з 4 с з с з с

2

1ˆ ;

4
ˆ .

N
N

N

−
κ ξ = σ + σ  

µ ξ +µ ξ + σ σ −σ −σ
κ ξ =  

M

D
 

Тоді порогове значення 0Г  знаходиться наступ-
ним чином. Імовірність того, що значення оцінки 

( )2κ̂ ξ  потраплять в інтервал ( )0;Г−∞ , є значенням 
функції розподілу оцінки кумулянта другого порядку 
за наявності завади в точці 0Г : 

 { } ( )ˆ2 0 0ˆ Г Г 0,99.
s

Fκκ < = =P  (6) 

Після підстановки формули (6) в формулу (2),  
користуючись табличними значеннями інтеграла імо-
вірності, отримується вираз для знаходження порого-
вого значення [1], [5]: 

 ( ) ( )0 2 з 2 зˆ ˆГ 2,32 .   = κ ξ + κ ξ   D M  (7) 

IV. ХАРАКТЕРИСТИКИ ВИЯВЛЕННЯ СИГНАЛУ  
В ЗМОДЕЛЬОВАНІЙ СУМІШІ 

Експериментальне дослідження виявлення сиг-
налу в адитивній суміші здійснювалося методом  
моделювання шумової завади та сигналу в програм-
ному пакеті MATLAB® [20]. Суміш утворювалась 
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шляхом поелементного додавання значень реалізацій 
випадкових величин, що відповідають сигналу та  
заваді. 

Як заваду було обрано нормально розподілену  
випадкову величину із математичним сподіванням 

з 0m =  та СКВ з 1.σ =  Для реалізацій сигналу було 
обрано випадкову величину, що має нормальний 
[ ]N , ,m σ  рівномірний [ ]R ,a b  та показниковий 

[ ]Exp λ  розподіли [21]. Математичне сподівання для 
нормального та рівномірного розподілів с 0.m =   
Математичне сподівання для показникового розпо-
ділу визначалось через його СКВ. 

Для моделювання були здійснені такі розрахунки 
для різних СКВ сигналу: параметра σ  нормального 
розподілу, параметрів ,a b  рівномірного розподілу, 
параметра λ  показникового розподілу, необхідних 
мінімальних об’ємів вибірки за формулою (5) та  
порогових значень за формулою (7), які забезпечують 
імовірність помилки першого роду 0,01α =  та імові-
рність правильного виявлення 0,99d = . Результати 
цих розрахунків наведено в табл. 1. 

Зі зменшенням СКВ сигналу спостерігається збі-
льшення необхідного об’єму вибірки та зменшення 
порогового значення. Найменший об’єм вибірки пот-
рібний для сигналу з нормальним розподілом, а най-
більший – з показниковим. 

На рис. 1 наведено графік залежності ймовірності 
правильного виявлення від СКВ сигналу з нормаль-
ним розподілом при заваді з нормальним розподілом 
N[0,1] для різних об’ємів вибірки. 

З графіків на рис. 1 видно, що ймовірність прави-
льного виявлення при об’ємі вибірки 106 для СКВ 0,1, 
прямує до одиниці. В реальному випадку при викори-
станні аналогово-цифрового перетворювача для  
запису суміші такий об’єм вибірки при частоті дис-
кретизації 48000 Гц вимагав би тривалість запису  
більше 20 с. 

Для забезпечення достовірності результатів моде-
лювання обрано кількість реалізацій оцінки другого 
кумулянта 410 .k =  Для цієї кількості у випадку нор-
мального розподілу сигналу N[0;0,15]. було побудо-
вано ядерну оцінку щільності ймовірності оцінки ку-
мулянта другого порядку (рис. 2). 

Рис. 2 відображає наближений до нормального 
розподіл точкових оцінок дисперсії у випадках відсу-
тності та наявності сигналу. Також зображено поро-
гове значення 0.Γ  Площа, обмежена кривою завади, 
праворуч від порогового значення відповідає ймовір-
ності помилки першого роду, а площа, обмежена гра-
фіком суміші, праворуч від порогу – ймовірності пра-
вильного виявлення сигналу. 

ТАБЛИЦЯ 1 РОЗРАХОВАНІ ПАРАМЕТРИ ДЛЯ МОДЕЛЮВАННЯ 

Вхідні дані Параметри розрахунку 

СКВ сиг-
налу 

Розподіл 
сигналу 

Параме-
три розпо-

ділу 
Об’єм 

вибірки 
Порогове 
значення 

0,11 

[ ]N ,m σ  0; 0,11 298527 1,00600499 

[ ]R ,a b  -0,1905; 
0,1905 327471 1,00573347 

[ ]Exp λ  9,0909 329995 1,0057115 

0,12 

[ ]N ,m σ  0; 0,12 211241 1,00713862 

[ ]R ,a b  -0,2078; 
0,2078 235392 1,00573347 

[ ]Exp λ  8,3333 237571 1,00673143 

0,13 

[ ]N ,m σ  0; 0,13 153759 1,00713862 

[ ]R ,a b  -0,2252; 
0,2252 174481 1,0078547 

[ ]Exp λ  7,6923 176096 1,0078186 

0,14 

[ ]N ,m σ  0; 0,14 114614 1,00969138 

[ ]R ,a b  -0,2425; 
0,2425 132345 1,00901882 

[ ]Exp λ  7,1429 133776 1,00898 

0,15 

[ ]N ,m σ  0; 0,15 87224 1,01110932 

[ ]R ,a b  -0,2598; 
0,2598 102724 1,01023689 

[ ]Exp λ  6,6667 103834 1,01018202 

 

 

Рис. 1 Залежність імовірності правильного виявлення 

 

Рис. 2 Ядерна оцінка щільності ймовірності оцінки дисперсії 

 

 

http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://doi.org/10.20535/2617-0965.eae.227817


227817-4 Акустичні прилади та системи 

 Copyright (c) 2021 Березницький А. Є. 

D
O

I: 
10

.2
05

35
/2

61
7-

09
65

.e
ae

.2
27

81
7 

ТАБЛИЦЯ 2 РЕЗУЛЬТАТИ МОДЕЛЮВАННЯ 

Вхідні дані Результати моделювання 

СКВ сиг-
налу 

Розподіл сиг-
налу 

Експери- 
ментальна 

ймовірність 
правильного 
виявлення 

Відносна по-
милка  
оцінки 

імовірності 
правильного 
виявлення, % 

0,11 
нормальний 0,9909 0,09 
рівномірний 0,9955 0,56 
показниковий 1 1,01 

0,12 
нормальний 0,9914 0,14 
рівномірний 0,9951 0,51 
показниковий 1 1,01 

0,13 
нормальний 0,9905 0,05 
рівномірний 0,996 0,61 
показниковий 1 1,01 

0,14 
нормальний 0,9904 0,04 
рівномірний 0,9971 0,72 
показниковий 1 1,01 

0,15 
нормальний 0,9918 0,18 
рівномірний 0,9965 0,66 
показниковий 1 1,01 

 

В табл. 2 наведено результати моделювання.  
Кожна реалізація була адитивною сумішшю сигналу 
та завади. Для кожної вибірки було отримано реаліза-
ції оцінки другого кумулянта та за допомогою пере-
вірки гіпотез прийнято рішення про наявність або  
відсутність сигналу. Експериментальна ймовірність 
правильного виявлення отримана як відношення кіль-
кості прийнятих рішень про наявність сигналу до  
загальної кількості реалізацій. Також обчислено її 
відносну помилку, яка знаходиться в межах 1,01%. 

ВИСНОВКИ 
Проведено розрахунки та отримано необхідні 

об’єми вибірки та порогові значення при фіксованих 
помилках оцінювання для найбільш вживаних розпо-
ділів шумових сигналів: нормального, рівномірного 
та показникового. 

В результаті проведення цього дослідження шля-
хом моделювання було підтверджено, що викорис-
тання кумулянта другого порядку (дисперсії) дозво-
ляє виявляти сигнал на фоні шумової завади з відо-
мим розподілом. Експериментальна ймовірність пра-
вильного виявлення відповідає заданій – для всіх екс-
периментів її значення перевищують 0,99. 
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Abstract—In order to determine the technical condition of energetic objects with the objective of ensuring their opera-
tional reliability, durability and safety, systems of noise diagnostics, which are based on the analysis of acoustic diagnostic 
signals. A promising area of noise diagnostics are cumulant methods, based on cumulant analysis, which involves the use of 
cumulants and cumulant coefficients. In known literature no characteristics of detection of a signal within an interference-
containing additive mixture with the use of a second-order cumulant (variance) can be found. That is why the objective of 
the paper is to study the use of cumulant method on the basis of point estimations of variance for a sample of momentary 
values for detection of an acoustic signal against the background of noise interference. 

The research was carried out by way of modeling the additive mixture of signal and interference using the MATLAB® 
software package. Interference is a model of a noise acoustic signal, which accompanies the operation of properly functional 
equipment. Signal is a model of an acoustic signal which is created with the occurrence of a malfunction. Signal and inter-
ference are independent random variables, so the property of additivity of cumulants was used – the variance of a mixture 
equals the sum of variances of signal and interference. The decision about the presence of a signal was made on the basis of 
testing two statistical hypotheses. The null hypothesis – the signal is absent, variance equals to the variance of the interfer-
ence. The first hypothesis – the signal is present, variance equals to the variance of the mixture. Additional parameters: 
probability of a Type I error 0,01, probability of correct determination 0,99. The relative error of estimation determined  
the minimal sample size. These values allowed for the calculation of the threshold value, upon the exceeding of which by  
the variance estimation, the decision on the presence of signal is made. 

For each sample, assessments of variance were made. Experimental probability of correct determination is calculated 
as a total number of decisions taken regarding the presence of a signal, divided by the number of realizations, and corre-
sponds to the value of the specified probability of correct determination. Its relative error was calculated in order to control 
the validity of the results. Also, kernel density estimation of the probability of the variance assessment for the case of a signal 
with normal distribution. As shown by the graphs, the assessments have a distribution that is close to normal. 

The conducted study proves that a variance -based cumulant method allows to detect a signal against the background 
of noise interference. The necessary sample size, which shows the number of the necessary momentary values, is given in  
the paper. That is to say that with the help of the frequency of an analogue digital converter the needed duration of  
the recording of a real for assessment of its variance can be obtained, and the decision on the presence or absence of a signal 
is to be made on the basis of the specified threshold values. The results of the study can be added to the known sample sizes 
and threshold values for the coefficients of asymmetry and excess with different distributions. Application of the described 
method requires additional testing on real acoustic signals and has the areas of use in systems of noise diagnostics. 

Keywords — additive mixture, cumulants, cumulant analysis, distribution law, noise diagnostics, noise interference, noise 
signal, point estimation, signal detection, variance. 
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